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1 BEWEGUNG VON MASSENPUNKTEN

1 Bewegung von Massenpunkten

1.1 Kreisbewegung
Winkelgeschwindigkeit

2m 27y
w = = — =
=T
Bahngeschwindigkeit
7= dr _ G X7
==
Zentripetalbeschleunigung
2
a=wr=wv=—=|dx (Jx)

1.2 Mechanik des Massenpunktes

Gravitationskraft
F = G- mlgn2
r
Nm?
= 2-1071!
G 6,67 og?
Federpendel
D
w=1/—
m
Mathematisches Pendel
- /9
Y=V
Reibungskraft
F =pFgcosa
Corioliskraft .
F =2m(7x )
2 Energie
2.1 Arbeit

aw =

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)



3 IMPULS 2

2.2 Energieformen

Kinetische Energie
1
dEy = d(§m1')’2) (2.2)

Potentielle Energie bei Feder
Lo s
Ep = §D.’L‘ (23)

Potentielle Energie bei Hubarbeit

Ep =mgh (2.4)
Gravitationspotential
GMm
Ep(r) =— . (2.5)

2.3 Energieerhaltung

Ist die zu leistende Arbeit nur von Anfangs- und Endpunkt abhéngig, also vom
Weg unabhingig, spricht man von einer konservativen Kraft.
Fiir konservative Krifte gilt:

2 1
/ F(P)dr + / F(f)di =0 = 7{ Fdi =0 (2.6)
1 2

Weg A Weg B

Fiir nicht konservative Kréfte gilt entsprechend:

]{ Fdi#0 (2.7)

Gradient der potentiellen Energie

(9Ep 6Ep 8Ep }

ﬁ:—gradEp:—{ 5z By 0z

2.4 Statisches Gleichgewicht

Gleichgewicht dann, wenn zur Verénderung des Ortes um einen kleinen Beitrag
dz keine Arbeit erforderlich ist (d.h. die potentielle Energie bleibt gleich).

dEp =dxF =0 (2.9)
3 Impuls
Definition des Impulses:

P = mv

7 = mi=F (3.1)
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3.1 Kraftstof}

In Worten: Impulsinderung = Kraft x Zeit

dp = F(t)dt
2 ta |
[ a5 = pe)-se) = [ Feoa 32)
1 t1
3.2 Impulserhaltung
1. Erhaltungssatz:
Zp’} = p'= const. (3.3)
J

2. Erhaltungssatz:
Die inneren Krifte eines abgeschlossenen Systems ergeben keine Anderung des
Gesamtimpulses.

3.3 Zentraler elastischer Stofd

Anfangsbedingung: vo = 0
' my — My
my + mo
2m1
y = — 34
Uy My + my U1 (3.4)
— 2
Allgemein: v} = (my = ma)vy + 2mav, (3.5)

mi + mo

3.4 Zentraler inelastischer Stofs

Anfangsbedingung: v = 0
vy =vh = ﬁvl (3.6)
Energieverlust: AEy, = %ml %mln—?mg (3.7
3.5 Raketengleichung
Allgemeiner Ansatz:
m% = —ucfi—? — Fext (3.8)
Losung mit Gravitation in Erdn&he:
v(t) =uln <#:‘Mt) —gt=uln (%) —gt (3.9)
m(t): zeitliche Masse der Rakete; m4: Anfangsmasse; u = —‘fi—’f: Massendurch-

satz; u: Geschwindigkeit der Gase relativ zur Rakete
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3.6 Gesamtimpuls & Gesamtkraft

Gesamtimpuls

F=>_m; (3.10)
i
Gesamte von aufen angreifende Kraft

d — ext
—p = F; 11
e 21: (3.11)

4 Ausgedehnte Korper
4.1 Schwerpunkt
Der Ortsvektor 7s des Schwerpunktes ist

A m;ir; (4.1)

Bei zeitunabhéngigen Massen liefert Differentation Impulssatz:
5= mis=Y mif
i
. - — ext
p = mis=)» F (4.2)
i

Schwerpunktsatz: Der Schwerpunkt eines Systems von Massen bewegt sich so,
als ob die Gesamtmasse im Schwerpunkt vereinigt wéire und die Summer aller
Aufseren Krifte dort angreifen wiirde.

4.2 Reduzierte Masse

1 1 1

- = 4= p: reduzierte Masse

1% my m2
pir = F(7) (4.3)

Die Relativbewegung zweier Teilchen, die nur ihrer gegenseitigen Wechselwir-
kung unterliegen, ist identisch der Bewegung eines K&rpers mit reduzierter Mas-
se u und einer Wechselwirkungskraft, die vom Ursprung ausgeht.

5 Drehimpuls

5.1 Definitionen

Drehimpuls

(5.1)

N
[l
3
X
3
<y
[l
3
X
ST




5 DREHIMPULS

Drehmoment

M = FxF=2"

M] = J=Ws=

5.2 Drehimpulserhaltung

(5.2)

Fillt beim Wirken einer Zentralkraft der Koordinatenursprung mit dem Wir-

kungszentrum der Kraft zusammen, wird das Drehmoment null.

. I - -
M:O—)Z—t:M:0—>L:const

Hieraus folgt die Erhaltung des Drehimpulses.

5.3 Bahnbewegung durch Zentralkraft

v, als Funktion vom r bei gegebenem L und E:

m L? c
EU’% + e r E = const.
o= o«
- 2mr? 7
=>E = %vf +U'(r)

Je nach Gesamtenergie E ergeben sich drei mogliche Bahnkurven:
1. E = E; > 0: kein gebundener Zustand mdoglich, Hyperbelbahn
2. E = Ey = Minimum von U’ < 0: Kreisbahn

3. E» < E = E3 < 0: Oszillation zwischen zwei Kreisbahnen, Ellipse

5.4 Drehimpuls starrer Korper

Definition des Trigheitsmomentes:
J = Zmirii = /rzdm = /rzng
i

Hieraus ergibt sich der Drehimpuls einer Kérpers wie folgt:

L=Jg

5.5 Formeln zum Drehimpuls und Trigheitsmoment

Steinerscher Satz:
Ja=Jg+ ma®

Rotationsenergie:
1_ .
Erot = §Jw2

(5.3)
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5.6 Haupttrigheitsachsen

Aus der theoretischen Mechanik: Es gibt drei aufeinander senkrecht stehende
Achsen durch den Schwerpunkt eines Korpers, so daf I_;H&J' Bei der Rotation um
die Haupttrigheitsachsen wirkt wegen L||@ kein Drehmoment auf die Achsen,
daher bleibt die Rotationsbewegung um die drei Achsen stabil.

Es zeigt sich: J; > Ja > J3, wobei groferes Trigheitsmoment gleich stabilere
Rotation bedeutet.

5.7 Spezielle Trigheitsmomente

diinne Stange J = £ml* (Rotation um eines der Enden)
Hohlzylinder ~ J = 2(r? +r3)

Vollzylinder — J = Tr2
Kugel J=

3

mr?

SN

5.8 Das physikalische Pendel

smg
=,/ _ 5.10
w Js + ms? ( )

5.9 Nutation und Prézession

Nutation Wirkt auf ein L kurzzeitig ein Drehmoment, so ist L nicht mehr
parallel zu &. Da jetzt keine Kraft mehr einvgirkt, gilt wieder die Erhaltung des
Drehimpulses. Deshalb mufs sich jetzt & um L drehen. Dies nennt man Nutation.

Prizession Wirkt stédndig ein Drehmoment 7 xF L E, so ,weicht” der Drehim-
puls senkrecht zu Kraft, also in Richtung des Drehmomentes aus. Dabei dndert
sich nur die Richtung, |L| bleibt konstant. Die ist eine Préizesionsbewegung.
Prizesionsfrequenz wy:

dl. Mdt da M M
da L L T aG T T T Te (5:11)

5.10 Quantisierung des Drehimpulses

Der Drehimpuls ist nur ganz- oder halbzahliges Vielfaches vom Planck’schen
Wirkungsquant.

L = szh—)wz? (5.12)
1., 1. 1KL
E = §Jw —2Lw—2 7 (5.13)
h kgm

B = — =1,0546-10"%*Js oder
27
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5.11 Gegeniiberstellung der Translations- und Rotations-
grofien
Translation Rotation
Ort z Winkel ¢

—

Beschleunigung a = ¢ =

Kraft F

Masse m

Impuls p = mo

F=mi= %mv = %p

Eyin = %mvz

Arbeit [ Fdz

Leistung F'z = Fv

lineare Feder F' = — Dz
Impulserhaltung 3> m@ = 3 mo’

Geschwindigkeit v = &; ¥ = v1 + 03
T

Kreisfrequenz w = ¢; & = Wy + Wh
Winkelbeschleunigung w = ¢
Drehmoment M

Tragheitsmoment J

Drehimpuls L = Jw

M=Jy= %Jw = %L

E. ;= %Jw2

Arbeit [ Mdyp

Leistung My = Mw

Torsionsfeder M = —D*p
Drehimpulserhaltung 3 J& = 3 Jw'

6 Elastische Eigenschaften
6.1 Dehnung

Spannung;:
Dehnung:
Al . :
€= dimensionslos (6.2)
Hook’sches Gesetz (Elastizitatsmodul, Youngs-modul):
o Fi N
EFE=—-—=—— Dim.: — .
e AN T (6.3)
6.2 Querkontraktion
Poissonzahl:
Ad
p=—2r (6.4)
1
Verringerung des Durchmessers:
Ad Al u
6.3 Kompressionsmodul
Korper unter allseitigem Druck: p = —% =—0
Volumenénderung;:
AV 30 3
— =71 =2p) =-p-(1-2p) (6.6)

V E E
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Kompressionsmodul «:

AV p p E N
= _ £ -_ £ _ Di -

vV Tk T FTTAY T3 e
Kompressibilitdt K = %
6.4 Scherung
Schubspannung:

_r Dim. :
T=7 iy

Scherwinkel a(in rad) ist proportional zur Schubspannung;:

, N
a = G -7 =aG Schubmodul G[W]

Fiir isotrope Materialien gibt es nur zwei unabhingige Grofien:

_ _E
1. k= 3(T—27)

E _
2. 556=1+up

. E E
wobei 0 << 0,56 =5 >G> 7%

6.5 Balkenbiegung

Drehmoment an Stelle x (a als Hohe des Balkens):

]\2— _ 20Rand (.CL')
a

I

Flachenmoment (groferes Flichenmoment — hohere Stabilitat):

I:/y2dA

Auslenkung im Abstand z von Befestigung:

Fa?
7 Schwingungen
7.1 Ansatz fiir Ddmpfung
mi = —Dz—bi
b I 2
-=— = I+-T+wyz=0
T m T
Allgemeine Losung:
1 1,2
- _— Y 2
Az = 2T + (27’) Yo
z(t) = AjeMt 4+ Ayet?t

(6.10)

(6.11)

(6.12)
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7.2 Schwache Dimpfung (Normalfall)

Es gilt:
1 , (12
w0>§:>w= wo—(g)
z(t) = Ae™ % cos(wt + ¢)
Dampfungsverhiltnis:
z x(t)
K=e2r = —~ _
¢ z(t+T)
logarithmisches Dekrement:
T
A=InK=—
2T
Giitefaktor:
-F espeicherte Energie
Q=wT=gg1 = o d

&L " in Zeit L abgegebene Energie

7.3 Uberdidmpfte Schwingung
Es gilt:

z(t) = e r (Blem + Bge*m)
Randbedingungen: t = 0: 2(t =0) =z, (¢t =0) =0

Io 1 o 1
B =—(1 —) B =_(1__)
1=5 5 27 9 270

7.4 Aperiodischer Grenzfall
Es gilt:

1
wo = o = Sonderfall: Q — 0

2(t) = e~ % (C1 + Cst)
Randbedingungen: t = 0: z(t =0) = 29, 2(t =0) =0

t t
z(t) = zoe 7 (1 + —)
2t

7.5 Erzwungene Schwingungen
Bewegungsgleichung:

m% + bt + Dz = F(t) = Fp cos(wt)

wl_—-2. ,,2_D. = fo.
mit = = -5 Wy = -5 Qo = 2

.1 2
Z+ —& + wir = ap cos(wt)
T

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)
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Amplitude, Phasenverschiebung und Schwingungsgleichung:

X, = a0 (7.17)
V@B =0 + (2
_w
= t T 7.18
® arctan R (7.18)
z(t) = Xgcos(wt+ ) (7.19)
Resonanziiberh6hung;:
Xo(w = wo)
_— = = -2
XO (w — 0) TWo Q (7 0)
Absorbierte Leisung (zeitlich gemittelt):
1 <
< P>= mayr————o—— 7.21
2 (W —w)2+ 4 (7-21)
7.6 Gekoppelte Schwingungen, Schwebung
Spezialfall: ¢; =y =0, A; = A=A
. w1 + w2 Wy — W1
x(t) = Acos( 5 t) cos( 5 t) (7.22)
, 2D 2D
W1 =wo; W2 =4/wg+ — Rwoy/l+ 5
m mwg
8 Fliissigkeiten
8.1 Druck
F
== 8.1
P=7 (8.1)
Einheiten des Druckes:
N
1—2 = 1Pa
m
lbar = 105£2
m
latm = 101325 Pa =1,01325 bar
1 Torr = 101325 Pa — 1 bar =760 Torr
760
Schweredruck: P
p=Z=09 (8.2)
Auftrieb:

Fpo = origV = mpig (8.3)



8 FLUSSIGKEITEN 11

8.2 Oberflichenspannung

Spezifische Oberflichenenergie:

_ Arbeit AW zur Bildung der Oberfliche AA Dim. - Energie N (8.4)
7= Fliche AA " Flache m
Arbeit zur Oberflichenvergrofierung:
AW =20AA (8.5)
Oberflichenspannung:
F Kraft
%~ 2d ~ Lénge des Randes der Oberfliche (86)
Steighohe durch Kapillaritat (K - Korper; F - Flissigkeit; G - Gas):
2 -
h = 206K — oxr) (8.7)
ogr
8.3 Bernoulli-Gleichung
Kontinuitatsgleichung:
A]_U]_ = A2U2 (88)
Bernoulli-Gleichung
L,
p+ 50V + goh = const. (8.9)
statischer Druck + dynamischer Druck + Schweredruck = const.
8.4 Viskositit
v dv Ns kg
F=nA—=nA— =— = 8.10
nA— g M=o = (8.10)
8.5 Laminare Stromung
Geschwindigkeitsprofil bei Stromung durch Rohr mit Radius R:
R?—r’py—p
= A1
or) = = (8.11)
Durchfluss: v
S = IR Pp (8.12)

t 8
8.6 Turbulente Stromung

Ubergang zur turbulenten Stromung wird durch die Reynoldszahl beschreiben:

R, = %’ (8.13)
R, < 2300 — laminar

R, > 2300 — turbulent
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9 Wellen

9.1 Wellengleichungen und Dispersionsrelation

Die allgemeine Wellengleichung fiir eine beliebige Stérung ist gegeben durch:

&= f(z £ ct) (9.1)

Im Fall der hamonischen Welle ergibt sich folgende Beziehung:

& = Acos (ZTW(:E - ct)) = Acos (27%/(37 - ct))
- Acos(w(% — 1)) = Acos(kz — wt) (9.2)
¢ = Acos(k7 — wt) (Vektorschreibweise) (9.3)

mit dem Wellenvektor (auch Wellenzahl):

w 2nv 27
=—=—=— 9.4
k c c A (9-4)

und der Dispersionsrelation:
w=c-k (9.5)
9.2 DGL der Wellenausbreitung

8% 0%
%= (0.6)

9.3 Ausbreitungsgeschwindigkeiten

Longitudinale Schallwellen in (diinnen) Staben:

E
c= \/; (9.7)

Transversale Wellen in (diinnen) St&ben:

- /¢
c= \/; (9.8)

Schallwellen in Gasen und Fliissigkeiten (adiabatisch):

RT
M,

c=1/kK (M, = rel. Masse = Molmasse) (9.9)

9.4 Doppler-Effekt

Ein positives v bedeutet ein Aufeinanderzubewegen von Quelle und Beobachter.
1. Fall: ruhende Quelle, ruhendes Medium und bewegter Beobachter:

v=u(l+ E) (9.10)
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2. Fall: bewegte Quelle und ruhender Beobachter:

v=_20 (9.11)
1-2
c
Gilt g—i < 1 sind beide Gleichungen identisch.
Mach’scher Kegel:
si c_1 (9.12)
nag=—-=— .
“ v M
Mach’sche Zahl: M = %; Halber Offnungswinkel: o
9.5 Energie und Energiedichte einer Welle
Energiedichte u:
1
u = ipw2A2 (9.13)
Energiestromdichte (Intensitét) I einer Welle:
Energie Leistung
c-u (1] Zeit, Flache Flache (9.14)
1
= Epw2cA2 (9.15)
Impulsstromdichte (Schallstrahlungsdruck):
I
Dstr. = E =u (916)
Lautstirke in Phon beim Normalton von 1000H z:
I w
Ly=10lg— I,=10""?— 9.17
N g To 0 m2 ( )

9.6 Gruppengeschwindigkeit

Elementarwellen haben bei Ausbreitung in einem Medium mit nichtlinearer Di-
spersion eine von w abhingige Ausbreitungsgeschwindigkeit (Phasengeschwin-
digkeit). Ein Signal besteht aus einer ganzen Gruppe von Elementarwellen und
bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit fort.

Gruppengeschwindigkeit fiir nichtlineare Dispersion: w = ¢cp(k) - k

d d
cg:—26p+k—czc—)\—c

dk dk dA (9.18)

Man unterscheidet normale Dispersion (¢, < cp) und anormale Dispersion
(cqg > cp).

10 Warmelehre

10.1 Konstanten und Bewegungsenergie

Bendtigte Konstanten:
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e Bolzmannkonstante: kg = 1,308658 - 10232
e Universelle (molare) Gaskonstante: R = N4 - kg = 8,31441#

Translationsenerie: 5
Etrans = EkB T

10.2 Thermische Ausdehnung

Langenanderung (a: linearer thermischer Ausdehnungskoeffizient):
I=,[1+a(T-T)]
Volumenénderung (7: Volumenausdehnungskoeffizient):

V=13 [1+a( - To)" ~ I3 [1+3a(T — Ty)] = Vo [L + (T — To)]

10.3 Thermospannung / Kontaktpotentiale

Thermokraft / differentielle Thermospannung (e: Seebeck Koeffizient):

du
G—d—T = U—GAT

Wiérmeleistung des Peltiereffektes (7: Peltierkoeflizient):
P=xI

Zusammenhang zwischen Thermokraft € und Peltierkoeffizient 7:
m=¢€l

10.4 Kinetische Theorie der Gase (ideales Gas)

Druck auf Begrenzungsfliche:

_IN 5
P=3y™
Zustandsgleichung des idealen Gases:
pV = NkgT
pV = nRT

14

(10.1)

(10.2)

(10.3)

(10.4)

(10.5)

(10.6)

10.5 Maxwell-Bolzmann Geschwindigkeitsverteilung

Wahrscheinlichkeit fiir Geschwindigkeit v:

3
2 mo2

P(U) = 47T'U2 (%) e 2T
TKB

(10.10)
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Gewschwindigkeitsmittelungen:

Umax = - (10.11)
> T

v o= dvvP(v) = 8k (10.12)

2 = dvv® P(v) = SksT (10.13)
0 m

10.6 Van der Waals Gleichung

a
Zusammenhang zwischen a, b und den kritischen Werten:
8a a
=3b; Tk = 5o = 10.1
Vmge =3b Tk = oy PK = oy (10.15)
Gasgleichung am kritischen Punkt:
PEVim,k = gRTK (10.16)

10.7 Gesetz von Clausius-Clapeyron

Zusammenhang fiir Phasenumwandlungskurven, bei Umwandlung von Zustand
i in Zustand k (Qx ist Umwandlungswirme):

dr 1 T
S - V-V 10.17

Dampfdruckkurve unter der Annahme eines idealen Gases mit vernachldssigha-
rem Flissigkeitsvolumen (Vjas 3> Viiissig) und temperaturunabhéngiger Ver-
dampfungswirme Qv .

3

P = poe” (10.18)
10.8 1. Hauptsatz der Wirmelehre
dU = dW + dQ (10.19)

10.9 Formeln zur Arbeit an und Wirme von Gasen
Volumenarbeit:
Vo

dW = —pdV = W = —/ pdV (10.20)
Vi

Wirmekapazitit:

dQ = CdT = mcdT = nCpdT (10.21)

Energie pro Mol und molare Warmekapazitét:
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3 1
Uy = RT (5 + §fmt + fmbT) (10.22)
_(dQ\  dUm 3 1
= Cmyv = (dT)V =T R (2 + 2frot + fmbr> (10.23)
J
= 24940 (£ . .
Cm,V 3BR=24 94mol e (fiir Festkorper) (10.24)
Cmp = Cm,yv+ R (fiir ideales Gas) (10.25)
Adiabatenkoeffizient:
cmp id. Gas f+2
K= —— =7 "—— 10.26
oy 7 (10.26)

Zusammenstellung der Gréfsen und Beziehungen:

ohne T ohne p ohne V AFEmech AQ
isochor Vi=V, Vi=V, % = % 0 cym(Ty — Th)
isobar P1 = P2 % = % P1 = P2 —p(Va=V1)  ¢em(To —Th)
isotherm | p1 Vi = paVh T =T T, =T —nRTIn {2 nRT In 2
k—1 k—1 k—1
adiabat | pi V= poVy¥ L = (%) plTl,c = p%; cym(Ty —Th) 0

Volumenausdehnungskoeflizient;:

1 /0V

Kompressibilitét:

1 /0V

10.10 Kreisprozesse
Carnot’scher Wirkungsgrad fiir Warmekraftmaschine:

Wnutz — Tw - Tk

= 10.29
nc QZU T’LU ( )
Carnot’scher Wirkungsgrad fiir Warmepumpe:
bei T5 abg.Wirme Ts
= = ]_ .
WP aufg. Arbeit T2 — Tl ( 0 30)
10.11 Enthalpie
Zustandsfunktion der Enthalpie:
H=U+pV (10.31)

Joule-Thomson Effekt:
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- (&)
12 )

i > 0 — Abkiihlung bei Druckverminderung
p = 0 — Inversionstemperatur

10.12 Entropie

Definition iiber die Zustandswahrscheinlichkeit:

S = kp In(Wahrscheinlichkeit des Zustandes)

Entropiednderung:

ds > % ('=" bei reversiblem Prozef)

Entropie des idealen Gases (reversibel):

S = C’VlnT+annV+So

Entropiezunahme bei Warmeiibergang;:

1 1
i5 =140 (- ) 20
10.13 Freie Energie
F=U-TS

Die Freie Energie hat im Gleichgewicht einen minimalen Wert.

10.14 Transportprozesse

Definition der Warmestromdichte und Wérmeleitung:

L 10Q W

= _ "% — _\VT -
Wirmeleitungsgleichung:
or \_,
hnRNLAR v o
ot pcV
Wirmedurchgang:
Q = EkAAT
1 1 l;
P 2a ey

Streuung (n Teilchendichte, o Wirkungsquerschnitt):

N(z) = Nge™"°®
Freie Wegléngen:

17

(10.32)

(10.33)

(10.34)

(10.35)

(10.36)

(10.37)

(10.38)

(10.39)

(10.40)
(10.41)

(10.42)
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e in Festkorpern und Fliissigkeiten: | = % sowie 12 = 2 = (ni)Z

e in Gasen: [ = \/Elm

Teilchenstromdichte f bei Diffusion:

- . 1 m?
—-DVn  [j]=—5; [D]= "=
m-s S

Diffusionsgleichung:

on
i DAn

Teilchenverteilung durch Diffusion:

R
n(z, = e~ Dt

47Dt
-2 = 2Dt

D - 1 - 2 [T kT
3 3V am po

10.15 Einstein Relation und Viskositidt von Gasen

Kraft auf Teilchen fiihrt zu Driftgeschwindigkeit (B Beweglichkeit):

—

Uprigt = BF

= 67717R R = Kugelradius

Zusammenhang mit Diffusionskonstante:

D = BkgT

Viskositit von Gasen:

1 - 2 [mkgT
n=—-nmvl =Dnm= — mes
3 30 T

10.16 Wairmestrahlung
Strahlungsleistung (A Oberfliche, ¢ Emmisionsgrad < 1):

P =cocAT*
Stefan Bolzmann Konstante o:
2 k% w
- "B _ L1078 ——
7= Gome = 000 g

18

(10.43)

(10.44)

(10.45)
(10.46)

(10.47)

(10.48)
(10.49)

(10.50)

(10.51)

(10.52)

(10.53)
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11 Elekrostatik

11.1 Coulomb-Gesetz und elektrisches Feld

Coulomb-Gesetz:

o 1 @Qi1Q2r
F = 11.1
dmeg |73 (11.1)
Elektrische Feldkonstante (Dielektrizititskonstante):
As 1
=8,8542-10 P — = 11.2
f0=8,8542- 10720 = (11.2)
Das elektrische Feld (p(7) Ladungsdichte):
.
d3 Ip 4) — T) 11.3
T 471'60 / |7 — ] G ( )
11.2 Elektrisches Potential
Elektrisches Potential:
a -
o = - / B (@ =V (11.4)
oo
E = -V& (11.5)
Potentielle Energie einer Ladung im elektrischen Feld:
E, = &Q (11.6)
Potentiale:
e ciner Punktladung: ®(¥) = 47“0%
e einer Ladungsdichte: ®(7) FFF
11.3 Feld eines elektrischen Dipols
Dipolmoment;:
=Qd (11.7)
Potential und el. Feld des Fernfeldes:
1 75
() = — L Abfall mit 12 (11.8)
4mreq 73

., 1 [3(Fp)F § 3
= F = 47”:0[ el Abfall mit r (11.9)
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11.4 Gauld’scher Satz der Elektrostatik
ohne Dielektrika:

6074 E’df”:f pdV (11.10)
F v
mit Dielektrika (siehe Abschnitt 11.6):
7{(50}2#13) df’:yfﬁdf: 7{ pdV (11.11)
F F 1%
Elektrisches Feld einer unendlich ausgedehnten ebenen Ladungsschicht:
o
E=— 11.12
e (11.12)
11.5 Kapazititen
Plattenkondensator:
c_ Q
E = Z =% 11.1
€0 €0A ( 3)
A
c = % =€ (11.14)
Q? L 2
F = = — 11.1
2€0A 2dCU ( 5)
Kugelkondensator:
Q (1 1
= —_—— 11.16
v 47?60 R< R> ( )
Energie des E-Feldes:
Q@ _1 .,
== =C 11.1
w 20 20U (11.17)
Energiedichte des E-Feldes:
W () = %‘)E(F)2 (11.18)
11.6 Isolatoren, Dielektrika, Dipole
induziertes Dipolmoment (a atomare Polarisierbarkeit):
7= ek (11.19)

Drehmoment und potentielle Energie eines permanenten Dipols im E-Feld:

—

M = pxE (11.20)
E, = —pE (11.21)

Kraft auf Dipol im inhomogenen E-Feld:
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F = (pV)E(r) (11.22)
Polarisation (n polarisierbare Atome pro Volumen, o, Oberflaichenladung):

—

P=ng=o0, (11.23)

bei proportionalem Zusammenhang zwischen Pund E (xe el. Suzeptibilitat):

P =x.6E (11.24)
Dielektrizitatszahl:
CVmi
&= =14y, (11.25)
Cohne

Elektrische FluRdichte (siehe auch Gauf’scher Satz, Gl. 11.11):
D =eFE +P =&k + xceoE (11.26)
Feldenergiedichte im Dielektrikum:

w = %EE (11.27)
Frequenzabhingigkeit der Polarisierbarkeit (y: Dampfung):

wi — w?

2
q
a(lw) = — - 11.28
(@) m (Wi — w?)? + y2w? ( )
Plasmafrequenz:
2 2
2 _ Ne _ “p
e (11.29)
Orientierungspolarisation permanenter Dipole:
2 i 2
-  np°FE P np
P = >X=—F5= 11.30
3kBT X 60E 360kBT ( )
11.7 Clausius-Mossotti-Beziehung
Zusammenhang zwischen x. und a:
no 1+ 2na
Xe= —1— S &= —2— (11.31)

T 1-1Llna 1— zna
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11.8 Elektrischer Strom
Widerstand (j Stromdichte, p spez. Widerstand, o spez. Leitfihigkeit):

- E 4 l
]—;—UE=>R—pZ (11.32)
[J]_W’ [p]_T_E
Leistungsdichte:
. S o (11.33)
v =Ei=pr = :

Kirchhoff’sche Gesetze:

e Knotenregel: An einem Punkt ist die Summe aller zu- und wegflieRenden
Strome gleich null.

e Maschenregel: Entlang einer geschlossenen Masche ist die Summe aller
Potentialénderungen gleich null.

Auf- und Entladung eines Kondensators:

Aufladung: U = Uy(l — e &T) (11.34)
Entladung: U = Uye 7o (11.35)

Mikrosopisches Modell fiir das ohmsche Gesetz (7 freie Flugzeit):

E
Driftgeschwindigkeit: 7p = —%T (11.36)
1 2N 2
Leitfshigkeit: 0 = - = =<7 (11.37)
p mV m
Beweglichkeit: = o T_ 2 (11.38)
E m ne

Faraday Konstante: F' = Nge = 96484,56 C
Richardson-Gleichung (Zahl der austretenden e~ pro Sekunde und Fliche):

js = CT2e =7 (11.39)

12 Magnetostatik

12.1 Stationire Strome

Die zwei Maxwell-Gleichungen fiir die Magnetostatik:

f{ Bdf = 0 (12.1)
geschl. Oberfliche

Bds = po / jdf  Ampére Gesetz  (12.2)
Rand F
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Magnetische Feldkonstante: pg = 4w - 10’72{—%
Zusammenhang zwischen magnetischer und elektrischer Feldkonstante:

1
€ofo = =3 (12.3)

12.2 Spezielle Felder

unendlich langer, gerade Leiter (dufieres Feld): B
lange Spule (innerhalb der Spule): B = ol %

Koaxialleiter (zwischen den beiden Leitern): B = %

Luftspalt d in Spule mit Umfang ~ I: B = —d‘jr"ll/fr

— mol
27r

12.3 Gesetz von Biot-Savart

Beschreibt die durch das Leiterelement dl (in Richtung von I_) am Ort 7 diffe-
rentielle Magnetfeldinderung:

= pol -
dB = [dl x 7 (12.4)
12.4 Lorentzkraft
F=Q -vxB (12.5)

Zyklotronfrequenz (Kreisfrequenz einer Ladung im B-Feld):

B
Wz = ——Q (12.6)
m
Kraft auf stromdurchflossenen Leiter:
dF = Idi'x B (12.7)
12.5 Hall-Effekt
BI
Ug = RHF (12.8)
d: Lange des Sensors in Feldrichtung, Ry = %: Hallkonstante
12.6 Magnetische Dipole
Dipolmoment (P: Polstirke):
m =IA (= Pl (12.9)
Drehmoment auf Dipol (homogenes Feld):
M=mxB (12.10)

Kraft auf Dipol (inhomogenes Feld):

F = (mV)B(F) (12.11)



12 MAGNETOSTATIK

Kraft durch Polstarke:

o P2
F=pPB - F=H
42
Potentielle Energie:
Epot = —B
Kraft zwischen zwei Dipolen (17 ||72):
3 po m?
F(z) = 2™
() 2 x4

12.7 Materie im magnetischen Feld
Magnetisierung (n: Dipoldichte):

—

M =nm

Ampéresches Gesetz bei Magnetisierung:
Bl +00) 5§ - )5 = ol

Magnetische Suzeptibilitét:

— —

M=x.H — E:u0(1+xm)ﬁ

Diamagnetismus (X, < 0):

2
o _ ponZe po
2m
Paramagnetismus (x,, > 0):

2

nm

Xm = @—

3 kT

Magnetische Stoffe:
e Ferromagnetismus: parallele Ausrichtung der m

e Antiferromagnetismus: antiparallele Ausrichung

e Ferrimagnetismus: antiparallele Ausrichung ungleicher Momente

12.8 Zusammenfassung und Vergleich

Einheiten:

E:%|D:$|U:[V]| q:[As] | p:[Asm] |€0:[“;17’2]
H:Z2 | B: 25 | I:[A] | P :[Vs] | pom:[Vsm] | po: [32]
Maxwell:

D=eE VD=p VxE=-4F

B=wH VB=0 VxH=+iD+7J

24

(12.12)

(12.13)

(12.14)

(12.15)

(12.16)

(12.17)

(12.18)

(12.19)
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mit Materie:
D=epe, E =eo(l + xe1)E

—
—

€0E+ ﬁ
B=popurH=po(1 + xm)H +

po(H )

12.9 Feldiibergang an einer Grenzfliche

Stetigkeitsbetrachtung senkrecht und parallel zur Grenzfliche:
Biy =By  Hiipn =Haipe (12.20)
Hy|=Hy  Biyjpz = By (12.21)
13 Zeitlich veridnderliche Magnetfelder
13.1 Induktion

Induzierte Spannung:

Una= ¢ Eds= —¢'>:—/ Bdf (13.1)
8F F
Spannungsstofi:
/Udt =_AB (13.2)
Selbstinduktion:
Uina = —LI (13.3)

Selbstinduktion einer langen Spule: L = pANTZ
Selbstinduktion eines Koaxialkabels: L = piz-In

Einschalt- und Ausschaltvorgang bei Spule:

Einschalten : I(t) = % (1 - e_%t)

. (13.4)
Ausschalten : I(t) = Ipe Lt
Wechselstromgenerator:
Uinga = NBAwsin(wT) (13.5)
13.2 Energie des magnetischen Feldes
Energiedichte allgemein:
dw=" _ nip (13.6)
v
Integriert fiir ;4 = const:
7 B?
Wmagn. = 5[—[2 = ﬂ (13.7)
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Die Energiedichte ist auch gerade gleich dem Druck auf die Leiteroberfliche,
wobei er so gerichtet ist, daft die umschlossene Fliche maximiert wird.

Durch Induktivitit gespeicherte Energie:

1
W= 5LI2 (13.8)
13.3 Transformator
Spannungsverhéltnis:
Ny
Uy =——U 13.9
2 ~ U (13.9)
Strom an Primérseite (R: Last an Sekundérseite):
AL\ 2
I= %’1 sin(wt) + (ﬁ) % cos(wt) (13.10)
Gemittelte Leistungsabgabe:
— 1/ N\U2
P=—-{(—| — 13.11
: (%) o1
13.4 Supraleitung
Abnahme eines Dauerstromes in Ringleitung:
_ By
I= Ioe L (1312)

FluRquantisierung (¢: Ladung eines Ladungstragers):

¢ = g h =6,626176-1073*Js (13.13)

Kritisches Magnetfeld (Phasendiagramm):

T2
Bc(T) ~ BCo (1 — —2> (13.14)
TC

Supraleiter ist perfekter Diamagnet = x,, = —1

London Gleichung (n,: Sattigungsteilchendichte der spuraleitenden e™):

nge?

Vxj+—2—B=0 (13.15)
m

Eindringtiefe des magnetischen Feldes (London’sche Eindringtiefe):

m

A=
Lonse?

(13.16)
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14 Wechselstromkreis

14.1 Strom, Spannung und ohmscher Widerstand

Effektivwerte:
Uet = L Uy, I L 1 (14.1)
eff = \/§ 0 eff \/§ 0 .
Leistung bei reinem ohmschen Widerstand:
2 ) o 1 2
P(t) = U—Ig cos®(wt) = P = 5% (14.2)

14.2 Induktivitit und Kapazitit
Induktiver Widerstand (Strom hinkt der Spannung hinterher):

X, =wl (14.3)

Kapazitiver Widerstand (Strom eilt der Spannung voraus):

1
Xo=— 144
o= (14.4)
Leitwert Y: Jeweils der Kehrwert von X und X¢.
Impedanz (komplexer Gesamtwiderstand):
X=Rti(wl—— (14.5)
= i|lwL— — .
wC
Phasenverschiebung;:
wL — %
© = —arctan T“’ = I(t) = Iy cos(wt + @) (14.6)
14.3 Schwingkreis
Eigenfrequenz des ungeddmpften Schwingkreises:
wo = 1 (14.7)
° VIC -
DGL (W = 15, 7= %)
’Q  1dQ 9
bl A il =0 14.8
@z T v (14.8)
Erzwungene Schwingungen (mit Winkelgeschwindigkeit w):
Uow T 9 9
|Io| = = arctan (5 (wg —w )) (14.9)

L/ + (@2~ w})?
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15 Elektromagnetische Wellen

15.1 Allgemeine Losung der Maxwellgleichungen
Wellengleichung:

1 L 5 1 =
- AF B=——_AB
€0€r o Mr €0€r Loy

Ausbreitungsgeschwindigkeit:

E=

1 c c

1
= UV = = =
vV Ho€o VeoErfoftr  \/Ur€r M

15.2 Monochromatische Wellen
Losung der Wellengleichung ((E L B) L k):

B(7,t) = R { Boel P01 B(7,1) = R { Boe P70 |
Wellenlédnge und Winkelgeschwindigkeit:

2m c

Zusammenhang zwischen E- und B-Feld:

k

kx E(F,t) =wB(7,t) = B = %E = /eo&rpoir B

15.3 Energie, Poynting, Impuls

Energiedichte im Vakuum:

1 B2 1
)= (ED + HB) = e F® = uuo H? = 2 = 5 = —eey E2
u(t) 2( + ) = eeg [hto s = U= e
Poynting Vektor (Energiefluft):
T T
S=ExH=—ExB=S=cu [,S']:E2
Mo m
Impulsdichte J_"g und Drehimpulsdichte I st
<+ g » u _,
Js = C_2 lS = Ew

15.4 Strahlung des Hertz’schen Dipols
Felder in Polarkoordinaten (p: Dipolmoment):

1 p(t—2)sin@®) o _ po flt — £)sin(6)

E9 = — . =
47eq c2r Y Arx cr

Poynting Vektor fiir diese Felder zeitlich gemittelt:

28

(15.1)

(15.2)

(15.3)

(15.4)

(15.5)

(15.6)

(15.7)

(15.8)

(15.9)
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_ 1 w4p2
S =—— =20 sin*(f
4mrey 8medr2 sin”(6)
Abgestrahlte Leistung:

p_ L opt _ 1 2p%w*
" dmey 33 4mey 33

15.5 Brechung, Dispersion und Reflexion

Brechung (Snellius’sches Brechungsgesetz):

sin(ar)  na

sin(ag)  m

29

(15.10)

(15.11)

(15.12)

Totalreflexion (beim Ubergang von optisch dichtem zu optisch diinnen Medium):

. Ndiinn
sinor) = 3 o
1C.

Modell fiir Brechzahl (p: Elektronendichte, a: vgl. (11.28)):

n = Ve & Ve = 1+ palw)

Phasengeschwindigkeit:

po¥_cC
k
Gruppengeschwindigkeit (vgl. (9.18)):
v
CTIHERE

i ion: dn dep
normale Dispersion: v, < v — 97, 7= > 0

: s dn der
anormale Dispersion: v, > v — 2, &= < 0

Reflexionskoeffizient bei senkrechtem Einfall:

_ﬁ_(n—l)2
T8 T (mt1)y

15.6 Elektromagnetische Wellen in Metallen

normaler anormaler normale Wellen-
Skineffekt Skineffekt ausbreitung
| | | -
1(108571)  wy(m10'0s71)
mittlere Stofkzeit der e~ Plasmafrequenz

(15.13)

(15.14)

(15.15)

(15.16)

(15.17)
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Normaler Skineffekt Formal wird €, ersetzt durch €, + zw—eo
Komplexe Brechzahl:

n= il = [ZE 4 [ TE i, ik (15.18)
WEg 2&)60 2&)60

Komplexer Wellenvektor:

k=n =n,2 +ix? (15.19)
C C C
Eindringtiefe in Metall (E ~ e~ ):
2
d= S =2 (15.20)
KW ow

2
Anormaler Skineffekt ¢, wird durch €, des Plasmas e, =1 — :—’2’ ersetzt

Komplexe Brechzahl:

(A)Z
n=1/1- -2 ~i? ~ig (15.21)
w w

Eindringtiefe (in erster Naherung frequenzunabhingig, bewirkt Totalreflexion):

d=-S5 = ¢ _ ¢ [CMme (15.22)

Normale Wellenausbreitung reelle Brechzahl = Metall wird durchsichtig
Brechzahl:

w > wp n—1+—22—)

2meq(wg—w? (15.23)
w>wp, n=1-5L%
15.7 Wellenleitung
Telegraphengleichung fiir Koaxialkabel:
o*U o%U oI 0?1
— =LC— — =LC— 15.24
Ox? 6t2 Ox? ot? ( )
Ausbreitungsgeschwindigkeit: v = L 75 = -
Hohlleiter (a;, az: Abmessungen; fiir w > mey/a; 2 + ay ?):
—1
v= % =c(1-c?r*w?(nfa;? + nlay?)) ° (15.25)
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15.8 Streuung und Polarisation

An Atom mittlere abgestrahlte Leistung (wo: Eigenfrequenz des Atoms):

1 2e%w*  |Ep|%e?

< P>= -
dmeg 3¢ 2m2(wi — w?)?

(15.26)

Daraus resultierender Wirkungsquerschnitt (o 4,: Thomson-Wirkungsquers.):

<P> 1 e w?
= = 15.27
7T<s5> 6med c*m? (wi — w?)? ( )
—24 2 w*

Oth ~ 0,67 -10 cm” = o0 = Uthm (1528)

Folge: 0 ~ w* ~ A~* — Blaues Licht wird stirker gestreut als rotes.

Abnahme der Intensitdt durch Streuung:

< S(x) >=< 85 >e " (15.29)

Polarisation: Die Polarisationsrichtung ist parallel zum elektrischen Feldvek-
tor, die Polarisationsebene liegt senkrecht dazu.

Brewsterwinkel (Reflektiertes Licht ist L zur Einfallsebene polarisiert):

tanag =n (15.30)

15.9 Interferenz und Beugung

Intensitiit bei Uberlagerung zweier Strahlen:

< A? >= %A%+%A§+A1A2 < cos(kara—ki1m1 — (W2 —w1)t+@a—¢1) > (15.31)
Intensitdtsmaxima bei verschiedenen Gittern:
e Doppelspalt (jeweils schmal): gsin(a,) = nA
e Einfacher Spalt: bsin(a,) = (n + )A
e Gitter: gsin(a,) =nA
e Lochblende: sin(a.) = £,z = 1.22,2.24,3.24, ...

Beugung am allg. Gitter (b: Spaltbreite, g: Abstand, N: Anzahl Spalte):

I=A2 (% sin(X))2 (%)2 (15.32)

wobei X = %b sin(a), Y = %g sin(a)
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Die Intensitéit der Maxima ist proportional zu N2 und das erste Minimum

kommt nach A(sina) = Nig.

Bragg Bedingung fiir konstruktive Interferenz am Gitter (d: Abstand der Git-
terebenen, §: Winkel zur Ebene):

2dsin(f) =n), n=1,23,... (15.33)

16 Optik und Strahlung
16.1 Abbildungssysteme

Brennweite von Kugelhohlspiegeln (r negativ fiir konvexe Spiegel):

T
= _ 16.1
i=1 (16.1
Linsenmacherformel (r negativ fiir konvexe Linsenhélften):
1 1 1
—-=n-1)| —+ — 16.2
== (x+ ) (162)
Addition von Brennweiten (d: Abstand der Hauptebenen):
1 1 1 d
=t 16.3
FITHRTR Rk (16:3)
Abbildungsgleichungen:
1 1 1
L 16.4
7 P (16.4)
B b—f f
V=g = —/——=—"— 16.5
¢~ F -1 165

16.2 Auflésungsvermogen

Rayleighsches Kriterium (§: Offnungwinkel, D: Blendendurchmesser):

A
ing > 1,22— 16.
sind > 1, D (16.6)
Aufldsung nach Abbe (d: minimaler Abstand zweier Objektpunkte, A: numeri-
sche Apertur, a halber Offnungswinkel, n: Brechzahl, Objekt im Brennpunkt):

A

d:Z’

A=nsina (16.7)

16.3 Hohlraumstrahlung
Planck-Gesetz (Energiedichte bei Frequenz v und Temperatur T'):

8rhv? 1
p(v,T)dv = 3 ehu/(kBT)—ldV (16.8)

Wien-Verschiebungsgesetz (Frequenz fiir Maximum der Strahlungsdichte):
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2,82k WwHz
= 2B 5 88 1010 LT 16.
v - 5,88-10'° = (16.9)
Stefan-Boltzmann-Gesetz (gesamte abgestrahlte Leistung pro Fliche):
47® K}
T)=—-2-T"=11,34-10"° T 16.10
R(T) 15 ¢2h? )3 m2K* ( )
Abgestrahlte Leistung nach einer Seite (o: Stefan-Boltzmann-Konstante):
P=0AT* o=5,67-107% ZV (16.11)

m2K+4



